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A. BOVE 


IL PROBLEMA MISTO PER OPERATORI ELLITTICI DEL SECONDO ORDINE 


I] problema misto per operatori ellittici è stato trattato da 
molti autori; per una bibliografia abbastanza completa e aggiornata fino 
al 1978 rimandiamo a [1] e [2]. Dopo tale data segnaliamo una serie di 
lavori di A. Pryde (si veda ad es. [5] e la bibliografia ivi contenuta), 
in cui si danno condizioni necessarie e sufficienti di fredholmicità per 
tali problemi in spazi del tipo di Beppo Levi. 


La presente introduzione è ispirata a [1], [3]e [4]. 


1. PROBLEMA MISTO PER OPERATORI ELLITTICI A COEFFICIENTI COSTANTI 
__ —_T nt n ELLI LILI A LUEFFICIENTI COSTANTI 
Sia dato il problema 


Au - u= 0, in R", 
+ 
(19) D, ulx, = Y>SE Kt > 0, 


ulx, =0 = 9935€ Xn <.0; 


dove 9 e 9, sono distribuzioni assegnate. 


Per risolvere (1.1) consideriamo il seguente problema di 
Dirichlet: 


dove $ è una opportuna distribuzione. La soluzione di (1.2) è data da 


VIez. 
LI , ' ' È 
(19) ut felt enVAHIET gie) de 


(at = age) e Cee det = (am a 


mata di Fourier). Considerando $ come incognita imponiamo che (1.3) sod- 


E' e © denota la trasfor 
disfi le condizioni al contorno di (1.1); otteniamo 


(10), felt E Ci Vele 19) G081) GE! = 9,00"), se xn.4 > 0» 


n-1 


(1.4) @(x') = gglx') , sex 0 


Indichiamo con 19, e 19, due prolungamenti di 9, e 9g rispetti- 


vamente. Poniamo 


$_(x) = 19y(2°) - ivit+]D"1° 00x") 
(1,5) 
d,(x') = 1gp(x') - d(x') 


Per definizione supp di È RI ; prendendo la trasformata di 


Fourier di (1.5) otteniamo ‘ 


i viste ri? è(8) + 9_(E1) = fg, (e) 
(1.6) 


98") + è (E) = Î9,(8") 


Osserviamo che, per definizione, $_(E') è prolungabile anali- 
ticamente rispetto a En-1 nel semipiano Im En-1 > 0, mentre 6, (£') è pro 
lungabile analiticamente nel semipiano Im En-1 < 0. Da (1.6), eliminando 


ò, ricaviamo 


(7) vietati? d,(E') - è_(E') = iviale 1? PI GIEADTGIE 


Ora 


(1.8) iVi+]e'|? = #(E,4” i(1+]8"]9)3)? . 


3 “" dA 3 3 Pai ' ' 
(E,-1 + Î01+18"15)9)® = b_(6") b, (E), 
ove b, è il simbolo d'un operatore pseudodifferenziale prolungabile ana- 
liticamente nel semipiano + Im Sii > 0 (si è p. es. scelta quella deter 
minazione della radice che è positiva sulla semiretta positiva). 


Da (1.8) ricaviamo 


pesa fg, (e') 
i » ' d_(8') _ [ FS ' e; ino 
(1.9) _(6) d, (E) - STE = BE!) TRE) GLI 


Dunque il problema (1.1) è ricondotto a risolvere il problema 
‘(di Hilbert) (1.9). E' ben noto che tale problema è sempre univocamente 
risolubile in termini di spazi di Sobolev se il secondo membro sta in 
HR"), con |6| < 3. Supponiamo di cercare una soluzione u di (1.1) 
in H_(R") (s > 3/2); allora @_ e HS°I/2(p1), d, € HS (gp), mentre 
il primo (secondo) membro della (1.9) sarebbe un elemento di uit). 
Dunque la richiesta s > 3/2 non è compatibile con la condizione 


|s - 1] < 3, ossia 8 < s < 3/2. 


Definiamo ora gli spazi in cui, nel caso generale, si va a ri- 
solvere il problema misto; per comodità e per ragioni che verranno chia- 
re più oltre, consideriamo il caso in cui sia l'operatore in esame, sia 
gli spazi dipendono da un parametro complesso q. Si intenderà che tutte 
le costanti che interverranno saranno indipendenti dal parametro q, ame 


noché non venga esplicitamente stabilito il contrario. 


Definizione 1.1. Sia q e C \{0}, s,1,0,8 e R. Allora 


n 
€ 
ù Ho 1,10 ) se e solo se 


2 2 _ 
tu 3 = feat? + 161999 cit? + 18:12)" 


(|a]? + en) jace)]? de <+ 0, 


Inoltre g EH, a") se e solo se 


taf 


(0) 


ge Seal? + 18119) dial? + 1e19)5 fateni” art <+ e. 


Gli spazi Hi al: H, Re!) si definiscono per passaggio 


al quoziente, come al solito. 


»B 


Osserviamo che H_ C H e che, poiché 
Ss s,-1,1 


A 
2 25 + |E"| _Kl 2 iS 2(s-1 2(5-1 
cla? + 1e19)$ AUG è tal? + 1ent?S + te, 12080 è te 265) 
2 né n-1 
la] + |E'] 
se s e l sono interi u € H A fi» u E Lo Dia ue e, o ue 
ps"! ue Tal Ciò mira a dar conto del fatto che (p. es. nel problema 
(1.1)) la regolarità della soluzione viene a mancare nella direzione Xn 
e nella direzione Xn-1 (direzione di attraversamento della superficie 
di discontinuità ha E Ao * 0). Le principali proprietà di questi spazi 


sono elencate nella 


Proposizione 1.2. i) Sias> 3, uEH, _} pe”), % l'operatore 


LI 


di traccia nell'iperpiano ty 0; allora 


s Cul 


la * -1,1° 


ii) Sia d € c°(R"), allora 


VI-5. 


[gu] £ (x)| [ul Gul : 
WU, Ria! #00] I gt ra 


iii) Se P è un operatore differenziale di ordine m, allora 


[Pu] < C[u] 


s-m,-1,] S,21,1" 


Consideriamo ora, per q_ {z_ C; |Jargz|<m/4} il seguente 


problema al contorno: 


n 
A(q,D,) Ù = f, in R, A 
, n-1 
(1.10) B,(9,D,) vi, =0 = 9; în R 5 
n-1 
B_(9,D,) ul, =0 = gg» în Re 


dove A(q,E) è un polinomio propriamente ellittico omogeneo del secondo or 
dine rispetto alle variabili (q,€), B;(9,) è un polinomio omogeneo di 
ordine m, rispetto a (Q,E), i = 1,2. 

Premettiamo alcuni fatti. Denotiamo con n° l'operatore defini- 
to da n° d=Vsev= H(xp)U ove H(xn) è la funzione di Heaviside. Si ha 


BESITCIINE, DN ANSA. ca 
mt UE) = Tri nt ù(E n) dn, - 


Indichiamo con n' l'operatore definito da 
m'(O(E)) = o(E') , ove v(x') = Yo(U(A)). 


Supponiamo in un primo tempo f = 0 in (1.10). Sia 19; un prolun 


gamento di gj a tutto pet. i = 1,2. Poniamo 


B,(9,D,) ul, 20 1g,(x') + v_(Q,x') 


(111) 


" 


B(9,4,) vl, 20 Igg(x') + v_(a,x'). 


Prendendo la trasformata di Fourier di (1.10) e (1.11) ottenia 


mo 


n* A(q,E) a(E) = 0 


(1.12) mm B,(a,E) O(E) 


fg, (e) +9 (q,E') 


n' n° B,(q,) dle) = fg (8') + 9, (9,8"). 


Definizione 1.3. Sia A(q,E) un simbolo omogeneo tale che A(q,E) #0 
se |q| + |E| # 0. Diciamo che A(q,E&) ammette la fattorizzazione omogenea 
A(q,E) = A (q,E) A_(q,E), se A, e A_ verificano le 
a) A, ammette prolungamento analitico nel semipiano + Im En > _D. 

b) A, è una funzione continua di (q, &', Re En Im En) per + Im En a 0, 
se |a] + |£'] + |Re g LT + ]ImE.1>0. 

c) A, (q, E', Re E,» mE) #0 se lal + le] + |Re E + [mel > 
per + Im En PM 


d) A, è una funzione omogenea di (q, &', Re En Im En* 


Si ha il 
Teorema 1.4. Sia A(q,t) come nella Def. 1.3; allora A ammette 


una fattorizzazione omogenea. 


Dunque 


A(q,E) = A(Q.E) A_(q,8), 


con ord A, = 1. Dalla prima di (1.12) si ottiene che 
(1.13)  G(E) = A, (QuE) d(q,8"). 


Sostituendo nella seconda e terza equazione di (1.12) si ha 


bj(q,E') 9(0,8') = T9,(£') + 7_(9,8") 
(1.14) 


b,(9,8') 9(q,E') 


19(8') +9,(0,8"), 
+ B(038) 


ove b;(g,E') = m' A,(qsE) © 


Facciamo ora la seguente 

Ipotesi (condizione di Sapiro-Lopatinskii) 

b;(qg,6') #0 Ve'e R", ge {zEc; |arg z|] < n/4}, 
|e'|+ |a] #0, = 1,2. 

Per il Teor. 1.4 si ha 


(1.15) © b;(9,8') = bi(q,E*) bi(q,8'), i = 1,2. 


Sia x = ord bj , x =ordb,, x x, + %g3 x viene detto "indi 
ce della fattorizzazione". 


Eliminando è dalla (1.14) otteniamo il problema 


Ù 
» 


+,,+,-1 
(1.16) b_(b,) 


a Rara ica Side 
Vv - b,(b,) W,= b,(b,) 19, - b_(b,) 19, 


VI-8. 


Ora se 9, EH pae?! (ay, il secon 


s-1-m,-3,1° + 


€ 
), 97 45-1-m-3,1 
do membro della (1.16) sta in H 


E ): dunque (1.16) ammette una 


soluzione unica per ogni termine noto se s e 1 sono tali che 
1) s> max{m, + 3, mo + 3} 
2) |s-1-3-x| = [6] < 3. 


Da (1.16) si ricava allora che 


i Na 
(1.17) ùuE)= —__ (i — 19 - T 


A, bp b, bo 


Utilizzando la (1.17) è facile provare che valgono le stime 


Luk 1,1 s C([9,! Vi 


Son È e ha 
s-1 m 3,1 2-1 Mo 1 


Se ora si considera (1.10) nel caso in cui f #0 e 


fe (R"), basta porre u = ut Se 


Ssgzia 


a) = 014 Ar Case) a'ta7' (0,6) ÎÙE)) de 


(1f è un prolungamento di f a tutto R", IFEH (R")), si ottiene 


s-2,-],1 
che w è soluzione d'un problema di cui f = 0; per w valgono quindi formu 


le del tipo (1.17). Si è così provato il seguente 


Teorema 1.5. Sia A un operatore ellittico nel senso della 
Def. 1.3; sia soddisfatta la condizione di Sapiro-Lopatinskii. Allora 
n n-Î n-1 
E (= (— a 
dr Be a 4 ra 1 DI e da pur 
ché s,1 siano tali che s > max{m, + }, mo + 3}, |s-1-3-%] < 3, esiste una 


e una sola soluzione del problema (1.10) e inoltre si ha 


(1.18) [ul s=2,<1,1 19115120 -,1 ti l92Is1m -d,1°* 


2. IL CASO DEI COEFFICIENTI VARIABILI IN UN APERTO LIMITATO 


Sia 9 un aperto limitato di R" con frontiera regolare T; suppo 
niamo cioè P una varietà C° (n-1)-dimensionale tale che 2 stia sempre lo 
calmente da una sola parte di T. Sia Vj 3j=1,...,m} un ricoprimento 
aperto di 2 in R" e sia td; 28 Ji = tal una partizione dell'unità di 
classe C; subordinata a si ricoprimento. Sia & = SUpp d; nd Sila 
Ancora sia w una sottovarietà di codimensione 1 di r, di diana o: , che 
divide T in due parti, ter , tali che w=TFN TT. Sia W un intorno 
aperto di w in 2. ° 

Introduciamo in LI un sistema locale di coordinate che soddi- 
sfi le seguenti condizioni: 

a) Se x NT = 9 il sistema di coordinate è quello naturale; 

b) Sia LE NT # 9; non è restrittivo supporre che di, sia interamente con 
lontà in qualche Vi scegliamo allora un sini di coordinate h; ta 
le che hj(U; n) =R" i x{0} e che conservi la distanza da T; 

c) Sia U; Da È 9; allora e valere la richiesta in b) e in più dovrà 
es h,(U, Nu) = RO” È ati, 0)} e h; dovrà conservare la distanza da 
w lungo T. 

Siano ora s,1: 2 + R funzioni continue. Scegliamo a U, in mo 
do tale che 
d) se U, NT # 9, allora x; E TE 
e) se U, Nw# 9, allora x; E w; 

f) se U, È W, ma U NW #9, allora x; E W. 

Poniamo s, = s(x; )ot = 10%). 


j € 
Diremo & u da se 


m 


sea) 


(9; u) © n iÉ 


[ul 
j=1 Sj di 


DE n n 
dove le norme a secondo membro si intendono prese su Ro R, a seconda 


VI-10. 


che supp è; NT sia vuoto o no. In modo analogo si introducono gli spazi 
di bordo H_ ,(r°). 
0,8 


Osservazione. La regolarità variabile di questo tipo di spazi 
serve a dar conto del fatto che, lontano da w, la soluzione è regolare 
se i dati sono regolari, mentre, vicino a w, non si può ottenere più di 
una certa regolarità. 


Consideriamo ora il problema 


A(x,9,D,) u=f |, ino, 


(2.1) B,(x,9D,) ulp = 


By (x:9,D,) ulr 


I] 
a 
= 
mi 
le 
| 
vi 
vw 


" 
n 
NM 
» 
sul 
p=] 
i 
» 


dove A, B. sono operatori differenziali di ordine 2, mis rispettivamente, 


i = 1,2, con coefficienti di classe C°(9). Supponiamo che 


(2.2) = A(x,q,E) #0 Vx,q,& tali che |a] + |E| > 0. 
(A denota la parte principale di A). 


(2-3) In ciascun sistema locale di coordinate 
È B;(x,9,E) 
b;(x,9,8') =na ———— #0, perx€ETr, 
A, (x,9,€) 


BE R", la] + |E'| > 0, ove A = A, A_ è la fattorizzazione omo- 
genea di A. 
Per (2.3), Vx E T fissato si ha 


(2.4) b,(x,9,8') = bi(,9,E') bj (,@8') , i = 1,2. 


VI=Hd. 


Poniamo x, (x) = ord b,(x3°3°)» xo(x) = ord b5(x,-,*) 
x) x, (x) + uo (x). Per [6] si ha che x(x) è continua in x. Sia x, una 


funzione continua tale che 


sup la) - x(x)| < 3. 
x Eu 


Poniamo x (x) =. X*(x) + S(x), con |S(x)| < 3. Siano 


s,l: 2+R, 12 0 funzioni continue tali che 

(2.5) s(x) = LA CI) + I(x) +3 2 max{m, + 3, mo + 1}. 
Facciamo ora la seguente ipotesi 

(2.6) sj - syl < 1/4, 1, - Il 14, dk=f,.m 

Si ha il 


Teorema 2.1. Valgano le ipotesi (2.2) e (2.3) e siano le fun- 
zioni s,1 definite da (2.5). Allora esiste 9 > 0 tale che se 
+ - 
€ E E j 
FSM) 9 Mtama 901 I» 9 ia dei 
problema (2.1) ammette una unica soluzione u € Hs -1 109) purché 


|lq| > gq,: Inoltre vale la stima a priori 


(2.7) Lu](s,-1,1) # CC4I(s-2,-1,) * 1911 (5-1-m 3,1) * 


+ 


1921(5-1-m,-3,1)) i 


Dimostrazione. Sia LE E c7(R") tale che v;(x) = 1 in un intorno 


VI-12. 
di Usa sicché di d; = dj e tale che se ULA RI) # 9 allora di dx = dy 
Proviamo la (2.7). Sia j tale che Ù; Nw# I. Dalla prima delle (2.1) 
abbiamo che $; A di Ù = ds f. Se sn supporto di di è sufficientemente pic 
colo, esiste na DE, differenziale de È dettato in tutto R" » tale 
che $; A d; = %; Ry Vi; u, e i suoi clara varino di poco; infat- 
ti Re; c E : #1 )ec Vi S Vj» 0 < c $ 1, basta porre A;(x:9;D,) - 

cx) Kx,9,2,) + (1- c(x)) A(x;39:D,). Possiamo inoltre supporre che, 


nel nostro sistema di coordinate locali, x; = 0. Si ha 
A. d. = A; Vi U + A, 3% U, 


dove ord A,. < 1. Da ciò 


1j 
A. d. = db FEA, U 
3%" 9; 13 Vi 
Dunque 
A.(0,9,D.) è, f A.(x,9,D.) - A,(x,q,D.) è. 
A; (0,9 D,) d;U = +A, j% u+ (A,(x,q ) 4069 Lo 9; U 
+ (A;(0,9,D,) - A;(x39:D,)) è; u 
ossia 


(2.8) A; (0,9,D,) è è; u= 9 f+ A; B; U+ A; d, Az; j U= 9; > 
dove ord Ag, È 1 e l'operatore Az; ha coefficienti "piccoli". 
Analogamente 
= (d. > a U sp, Ut 
(2.9) Byj(0,90,) è; vl, 20 0; 9 + %j Vj 49%; 9; 4 


(2.10) 


dove ord %; = 


o 
B 


2j 


ord %; = m 


(0,9,D,) d; vi, =0 =; 9, + P,j Vi uU + Pa; d; U + 


- 1, ord P 


1 lj 


hanno coefficienti "piccoli". Per (2.8)-(2.10) abbiamo la stima 


(2,11) 


Ora si ha 


purché il 


+ 


IA 


+ 


j 


Il 
(e) 
_ 
lenÌ 
i 


211,590; at ol 
J I 


li 
j' ij 


= ord Pa; = m -1e %; 


VI=13% 


e P3; 


s.-1.-m,-3,1, + 
SIA ì j 


Ch tti, fn 
j j J JJ 


CI9; Us -2,-1,,1 * Ty DL 41,1, * 


(e + 


1 
TTD ms Îi5 
| isp 11 


j j dd 


q 


supporto di Vj sia sufficientemente piccolo. Ora 


[W; UL 4. SL dillo . 
j sj dx tal, Si 'oada) S; 15 1j:); 


Supponiamo k tale che Vi N UL # P. Sia sj = S 


m 


J J 


k 


ove max{|6|, |8'|} < 1/4, per la (2.6). Se 5' > 0, si ha 


-3',1, +5! 


[ò, Vv, u] = fa, dui 
k dela - - 
spl, Rd agrlatae] k 


k 
E 


Sd, Vv. U] ; SsT—-—= [ò, ui 
k -1+8,-1,,1 = E 
A) Sk 14557 al! È SK Sk Telk 


Serio << Du 81 ha 


[ò, Vv; Ul _,_ = [9, v. Ul]. _ Fraca ' 
Ko sj da tal; K*5 Sk 1+6, I $ slytò 


UVA 


-6',1 


IA 


[9 V; “ls ,-146,-1 


79 +, 3 19, 4; Ul, -146-8',-] 


Dunque 


= 
tu 
(TN 
(ee) 
pra 
= 
& 
(«ri 
<< 
a 
n 
3% 
DS) 
e 
a 
+ 
ne 
+ 
x 
î [TB 
4 
> 
e 
3 
(= 
ae 


+ 
_ 
m 
+ 
s|- 
_ 
(cn 
Ss 
(Fri 
[cal 
(ri 
v 
M 
a] 
. 
peri 
_ 
= 
2 
wv 
(<=) 
_ 


Analoghe stime si ottengono per Vj Ya; 


.» Sommando in 


VI-14. 


1 È 


k? k 


j si ot- 


tiene la (2.7), purché la partizione dell'unità sia sufficientemente fi- 


ne e q abbastanza grande, 


Proviamo ora l'esistenza d'una soluzione. Denotiamo con A l'o- 


peratore costituito dai primi membri delle equazioni in (2.1). 
mo di denotare con $ A l'operatore che otteniamo 
i) moltiplicando per $ l'equazione differenziale in (2.1), 


ii) moltiplicando per Yo, È le condizioni al contorno in (2.1). 


Convenia- 


Consideriamo l'operatore Vi A è; e scriviamolo nelle coordina- 


VI-15. 
te locali di a Vi A' di Sia A' la parte principale di A; si ha 
LA' di > dA (0) + Ki + T!) pt, 
WA d di( (0) ; j d; 


dove A'(0) è A con i coefficienti Fonte ari nell' Siae, 
Ki = Vila - A' (0)), Ti = LE (A' - A' ). Osserviamo che A' (o) è a coefficien 
ti stadi mentre Ki, ti PRI essere pensati come operatori definiti 
su R". Per quanto si è provato al $ 1, A'(o) ha un inverso Ro; se q è ab- 
bastanza grande e supp d; abbastanza piccolo possiamo far sì che DK NES 
s (2I1R5; Il) “i s dove Il. lauto la norma degli operatori tra gli “a in 
-1 


cui Oa Allora I + Ki R'. ha inverso. Se R! = R'_(I+K! R'.) , R! 
oj o d 0) Ji e0g 4) 


è l'inverso di A' (0) + a Sia Al = A"(0) + K! + T!; si ha 
J J J N) 
Ri CAta=%I € RI Ti, A ReTa Tia 
I d dg Ja Je 


Denotiamo con 6 operatore ottenuto scrivendo vi R! 4 di nelle 
variabili originali. Sugo R = Ly UA R; d; Proviamo de ;. ql è 
grande, RA ha un inverso. Infatti dei ji Hatha sistema locale di coordi 


nate otteniamo 


I 


ORI GIA! yi= @I RIA! dh GERI dI, AL gia 
Vj J è; vi vi È J è; n Le J è; di vi 


= di I MI ia 
uf "i i 


ove M, è un operatore di ordine -1. Dunque 
m 
RAU=U+ MG ASSO 
pa 4 


Ora, se |q] è grande, la norma di quest'ultimo operatore è pic 


cola, quindi R A ha inverso (R de. sicché (R Pini R è un inverso a si- 


VI-16. 


nistra di A. Analogamente si prova che A R ha inverso. Ciò fornisce l'esi 
stenza d'una soluzione. 


L'unicità segue da (2.7). 


VISAE 
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